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West l'energie de deformation rapportee a l'unite 
de volume de la configuration de reference. La connais
sance de cette fonction suffit pour decrire Ie comporte
ment mecanique du solide. Les effets mecaniques et 
thermiques sont decouples, les premiers pouvant 
etre etudies independamment des seconds. D'autre 
part l'inegalite traduisant Ie second principe est 
automatiquement satisfaite. 

L'energie de deformation W(A) peut etre developpee 
en serie de Taylor autour de la configuration de 
reference so us la forme: 

Ie developpement s'arretant au troisieme ordre dans 
l'approximation oil nous nous playons. 

Le terme lineaire n'intervient pas dans ce develop
pement, car on tient compte du fait que la configura
tion de reference est une configuration d'equilibre 
pour laquel1e l'energie West minimale par rapport 
a la deformation. 

On a: 

(10) 

constantes elastiques thermodynamiques du second 
ordre dans la configuration de reference et : 

03W I 
Cijktmn = oA·. oA oA 

LJ k I mn 0 
(11) 

constantes elastiques thermodynarniques du troisieme 
ordre dans la configuration de reference. 

Pour un cristal du systeme hexagonal ou du systeme 
rhomboedrique, on a [5], en utilisant la notation 
generale de Voigt : 

C 22 = C ll ; C23 = C 13 ; 

C I22 = C lli - C222 + C ll 2 ; (12) 

C 223 = C113 ; C 233 = CI33 . 

(Le schema pour remplacer un couple d'indices par 
un seul indice est cJassique [6] : (11) --+ I ; (22) --+ 2 ; 
(33) --+3; (23) = (32) --+ 4; (31) = (13) --+ 5 ; 
(12) = (21) --+ 6.) 

Le tenseur de Green-Lagrange (A) etant diagonal , 
l'energie de deformation W a pour expression : 

W = W(O) + -t(Cll At + C 22 Ai + C33 Af) + 
+ (C12 Al A2 + C13 Al A3 + C23 A2 A3) 

+ i(CIII Af + C222 Ai + C333 AD 

+ -t(CI12 At A2 + C I13 At A3 + C22 ! Ai Al 

+ C223 Ai A3 + C331 Af Al + C332 Af A2) 

+ Cl23 Al A2 A3 . (13) 

L'equation d 'etat generale (8) s'ecrit : 

oil les trois composantes non nul1es du tenseur de 
Green-Lagrange doivent etre considerees comme 
independantes dans la derivation, la relation A I = A 2 

n'etant utilisee qu'ensuite. 

Compte tenu de (12) et (13), (14) donne I'equation 
d 'etat au troisieme ordre 

Va [ p = - 3V 2 (x + y) A I + (4 x + J + L) A 12 + 

+ 2JAf + (2y + Z)A3 + (2 Z + M + ~)Af 
+ NA1 + 2(4 y + L + M) Al A3 

en posant : 

x = Cll + C 12 ; y = C u ; Z = C33 ; 

J = 2 Clli + 3 CIl2 - C222 ; 

L = C l13 + C123 ; 

M = C133 ; N = C333 . 

(15) 

5. Relations entre les constantes physiques x, y, z, 
J, L, M, N et les modules elastiques usuels. - Les 
modules elastiques d'un solide sont definis, de mani"ere 
usuel1e, comme les coefficients qui relient les varia
tions de la contrainte aux variations de la deformation 
au voisinage d'une configuration d'equilibre que I'on 
peut prendre queIconque; ces coefficients elastiques 
sont ceux que l'on me sure experimentalement. 

Dans ce paragraphe, la position d'une particule 
du solide est notee a dans la configuration naturelle, 
x dans la configuration d'equilibre correspondant 
a la pression P et enfin x' dans la configuration deduite 
de la precedente par une petite deformation. 

Les tenseurs de Green-Lagrange (A) et (A') mesu
rent la deformation respectivement de a a x et de a 
a x', on a : 

ax· F.=-I 
I) oa

j 

ox~ 
F ' , 

ij = oa
j

' 

D'autre part, on introduit Ie tenseur des petites 
deformations (E) de composantes 

oil ui = x; - Xi . 
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Les modules elastiques isothermes sont alors definis 
par: 

(16) 

ou les derivees sont evaluees dans la configuration 
d'equilibre x. Les O';j sont les composantes du tenseur 
des contraintes dans la configuration x'. On a donc : 

(17) 

Vo et V' sont respectivement les volumes specifiques 
dans les configurations a et x'. On montre (voir 
Annexe) que: 

(l8a) 

(Vest Ie volume specifique dans la configuration x) 

(l8b) 

(l8c) 

ou toutes les derivees sont evaluees dans la configura
tion x. 

En utilisant (17) et (18) dans (16), on obtient 

Bijkl(X) = - P( - oij Okl + olj 0ik + Oil 0kj) + 
V a2 w 

+ ~FimFjnFkpFlq aA aA (19) 
mn pq 

Pest la pression hydrostatique telle que 

O'ij(X) = - PDij . 

L'expression (19) pour les modules elastiques a 
deja ete donnee dans la litterature sous diflhentes 
formes; Leibfried et Ludwig [7] (Section 4) donnent 
une formule ou Ie tenseur (F) n'intervient pas. Ceci 
resulte du fait que la configuration de reference a 
choisie correspond a une pression P non nulle et 
qu'ils ont considere seulement des petites deformations 
a partir de cette configuration. Wallace [8] obtient (19) 
sous une forme OU Ie tenseur (F) n'est pas apparent, 
ce qui est dil uniquement a une notation differente. 
Birch [9], enfin, presente des formules pour les modules 
elastiques dont toutes les precedentes sont des 
variantes. 

Les modules elastiques Bijlcl donnes par (19) sont 
teIs que: 

Bijkl = Bklij = Bjikl = ... ; 

ce qui permet d'ecrire ces modules avec la notation 
de Voigt. 

Avec l'expression (13) de I'energie de deformation W 
au troisieme ordre on a encore : 

Bijkl = - P( - oij Okl + olj 0ik + Oil Ok) + 
Vo 

+ V Filii Fjn Fkp Flq(Cmnpq + Cmnpqrs ArJ · (20) 

Dans Ie cas d 'un crista! du systeme hexagonal ou 
rhomboedrique en compression hydrostatique, les 
seules composantes non nulles du tenseur (F) dans Ie 
repere R precedemment defini sont : Fll ; F22 = Fll ; 
F33 . Par suite, en utilisant la notation de Voigt: 

Vo 4 
Bll + B12 = V Fl (x + fAl + LA3) (2la) 

Vo 2 2 
B13 = v Fl F3(Y + LAl + MA 3) + P 

(2Ib) 

Vo 4 
B33 = V F3 (Z + 2 MAl + NA 3) - P 

(21 e) 

Fl et F3 mesurent respectivement les taux d'allonge
ment orthogonalement et parallelement a I'axe de 
repetition du crista!. 

Les formules precedentes evaluees dans la configu
ration de reference s'ecrivent : 

Bfl + B?2 = x (22a) 

Bf3 = Y (22b) 

Bf3 = Z (22c) 

I'indice supeneur « 0» exprime que la quantite 
correspondante est evaluee a pression nulle. 

De fayon generale, on sait que'l'on peut relier les 
constantes elastiques du troisieme ordre aux derivees 
par rapport a la pression des modules elastiques [10]. 
En derivant (2la) par rapport a la pression, on 
obtient : 

Or on a : 

(24a) 

1 av 
K = - V ap est Ie module de compressibilite iso-

therme et aussi : 

_ 4F4 • ~ aFl = 
1 Fl ap 

= - 4(1 + 2 Al)2 Kl (24b) 
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